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Elastomeric bushings are structural elements used in automotive suspension systems. A bushing is a hollow cylinder

between an outer steel cylindrical sleeve and an inner steel cylindrical rod. The steel sleeve is connected to components of

the suspension system and transfers forces from wheel to chassis. Force-Displacement relation for elastomeric bushings is

critical for multi-body dynamics simulations. A boundary value issue for bushing response leads to force-displacement

relation that requires extensive computation time to implement and therefore is unsuitable. Explicit force-displacement

relation may be used in multi-body dynamics simulations. The relation is expressed in terms of a force relaxation function.

Lianis model, Modified Lianis model, and Pipkin-Rogers model are introduced. Modified Pipkin-Rogers model was proposed

and a boundary value issue was formulated for axial mode bushing response. Numerical solutions of the boundary value

issue of Modified Pipkin-Rogers model were compared with results of the Pipkin-Rogers model. It is revealed that the

method for determining bushing relaxation function and prediction of proposed force-displacement relation is in agreement

with the original results.
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1. 서론

자동차는 안정성이라는 가장 중요한 고려사항 외에도 탑승자

의 승차감이 매우 민감한 요소로 주목 받아 왔다. 이러한 승차감

과 관련된 부품으로는 현가장치(Suspension System)가 있으며,

현가장치는 차축과 차체를 연결하여 차체의 중량을 지지하고, 노

면에서 전달되는 진동이나 충격이 차체에 직접 전달되지 않도록

하여 차체의 손상을 방지하고 승차감을 좋게 하는 역할을 한다.

또한, 자동차의 현가장치에서 일래스토메릭 부싱을 통하여 전달

되는 하중은 자동차의 부품들에 대한 피로수명 예측 및 동특성에

직접 관련되는 중요성으로 인하여 자동차의 일래스토메릭 부싱에

대한 연구가 꾸준하게 진행되어 왔다.

자동차 현가장치의 일래스토메릭 부싱(Elastomeric Bushing)

은 현가장치의 주요 부품으로 여러 가지 형상을 가지고 있고,

NOMENCLATURE

s = Time

t = Current time

w = Displacement

k = Strain

T = Rise time

σ (t) = Stress at time t

F(t) = Force at time t

G(t) = Force relaxation function

R(w(s),t) = Displacement dependent force relaxation function
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전달되는 하중의 형태도 다양하다. 본 연구에서는 일래스토메릭

부싱의 가장 단순한 형상으로 바깥쪽의 실린더형 슬리브와 안쪽

의 실린더형 축 사이에서 가운데가 비어있는 실린더의 형상을

고려한다.

Wineman1-3 등은 미국 미시간대학교 기계공학과의 자동차 구

조 내구성 센터(Center for Automotive Structural Durability

Simulation)에서 수행한 일차원 반경방향 변위제어 실험으로부

터, 주어진 하중과 변위와의 관계가 비압축성, 점탄성 성질을 보

임을 확인하였다.

점탄성에 대한 개념은 Boltzman4 으로부터 유래를 찾아볼 수

있으며, Adkins와 Gent5는 원통형 부싱에 대해 여러 가지 실험

을 통하여 힘과 변위와의 관계를 발전시켰으나, 이 연구는 선형

탄성론에 입각한 것으로 비선형성과 점탄성 성질을 설명하기에

는 어려움이 있었다. Coleman과 Noll6은 근사적 구성방정식을

완성하기 위하여 페이딩 메모리 개념(Fading Memory Concept)

을 이용하여, 등방성 점탄성고체에 대한 3차원 구성방정식을 완

성하였다. McGuirt와 Lianis7는 스티렌-부타디엔 고무(Styrene-

Butadiene Rubber)에 대한 실험을 통하여 비선형 점탄성 구성방

정식을 완성하였고, 이 식은 Lianis Model로 명명되어 지금까지

도 이용되고 있다. 또한, Morman8등 은 부싱을 비선형 점탄성

고체로 모델링하였으며, 변형을 해석하기 위하여 유한요소법을

제안하였다.

이러한 점탄성학에 대한 이론은 Wineman과 Lee1에 의하여 자

동차 현가장치의 일래스토메릭 부싱에 적용되었고, Lianis의 실험

데이터를 활용한 구성방정식을 이용하여 핍킨-라저스모델

(Pipkin-Rogers Model) 이 완성되었으며, Lee9등은 이 핍킨-라저

스모델을 반경방향 모드의 점탄성모델링에 적용하였다.

핍킨-라저스모델은 Lianis의 제안식에 기초를 둔 리아니스모

델에 비하여 간단히 정리된 장점은 있으나 현장에서 편리하게

사용되기에는 여전히 복잡한 성질을 가지고 있으므로, 일래스

토메릭 부싱에 대하여 더욱 편리하게 적용할 수 있는 새로운

모델이 필요로 하게 되었다. 본 연구에서는, 이러한 필요성에

따라, 일래스토메릭 부싱의 축방향모드에 대하여, 기존의 리아

니스모델로부터 완성된 핍킨-라저스모델의 데이터를 활용하여

새로운 수정된 핍킨-라저스모델(Modified Pipkin-Rogers

Model)을 제안하였으며, 이를 검증하여 향후에는 새로운 모델

인 Modified Pipkin-Rogers Model이 사용될 수 있는 근거를

제시하였다.

2. Lianis Model 과 Pipkin-Rogers Model

2.1 Lianis Model

퍼듀대학교(Purdue University)의 Lianis7는 스티렌-부타디엔

고무에 대한 실험을 통하여, 응력과 변형률간의 구성방정식을 만

들었고, Lianis가 실험을 통하여 제안한 기본식을 응력과 변형률

의 관계로 나타내면 다음과 같다. 

(1)

σ(t)는 응력텐서이며, p(t)는 비압축성의 제한으로부터 온 압력이

며, t는 현재의 시간, s는 과거에서 현재까지의 시간, B는 왼쪽 코

시-그린 텐서(Left Cauchy-Green Tensor), Ct(s)는 오른쪽 상대 코

시-그린 텐서(Right Relative Cauchy-Green Tensor), I1과 I2는 B

의 스트레인불변량(Strain Invariants)이고, I는 3 × 3 항등행렬

(Identity Matrix)이며, 식(1)에 필요한 모드에 대하여 경계조건을

적용하여 원하는 리아니스모델을 완성할 수 있다.

또한, 실험값인 은 스티렌-부타디엔

고무의 0oC에서 시간에 따라 변하는 물질의 특성이며,

는 일정한 값을 갖는 물질의 특성으로, 실험적으로 구

하여진 값들은 Table 1 에 나타내었다.

2.2 Pipkin-Rogers Model

미국 미시간대학교 기계공학과의 자동차 구조 내구성 센터

(Center for Automotive Structural Durability Simulation)에서는

현가장치의 동역학적 현상을 정확히 예측하기 위하여 정확한 자

동차 부싱의 모델이 필요하게 되었고, Lee와 Wineman1,10은 복잡

한 Lianis Model을 대체할 수 있는 새로운 점탄성 모델로서,

Pipkin과 Rogers가 제안한 형태의 식을 부분적분법으로 정리한
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Table 1 Material functions for SBR at 0oC

Time

(s)

P0(t)

(psi)

Q0(t)

(psi)

P1(t)

(psi)

Q1(t)

(psi)

1

2

4

6

10

15

20

30

40

50

60

120

180

360

540

720

4.30

4.10

3.735

3.45

3.05

2.70

2.50

2.15

1.92

1.75

1.60

1.05

0.75

0.20

0.05

0

-0.575

-0.575

-0.535

-0.510

-0.470

-0.415

-0.375

-0.310

-0.275

-0.235

-0.215

-0.125

-0.080

-0.025

0

0

4.95

3.675

2.75

2.4

1.95

1.625

1.425

1.150

0.95

0.825

0.75

0.425

0.25

0.125

0.05

0

4.05

3.05

2.25

1.80

1.30

1.05

0.875

0.725

0.61

0.55

0.50

0.31

0.225

0.10

0.05

0

(a = 43.7 psi, b = 16.7 psi, c = 16 psi, d = -1.25 psi)
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후 하중과 변형량에 대한 새로운 관계식을 정립하여 이를 Pipkin-

Rogers Model로 명명하였고, 이 관계를 축방향 모드에 대하여 제

안한 기본식은 다음과 같다.

(2)

는 현재 시간 t에서의 힘을 나타내며, 는 시간 s에서의

변위를 나타내고, R은 변위에 의존하는 힘완화함수(Displacement

Dependent Force Relaxation Function)이다.

2.3 외삽법(Extrapolation Method)

일반적인 모의실험에서는 컴퓨터를 이용하기 때문에 스텝변위

제어실험(Step Displacement Control Test)이 가능하지만, 실제의

실험을 수행함에 있어서는 스텝변위(Step Displacement)를 만들

수가 없으므로, Ramp-to-Constant Displacement Control Test를

수행하여야 한다. 따라서, 본 연구에서도 기본 데이터를 얻는 과

정에서 Ramp-to-Constant Displacement Control Test를 이용하였

으며, 이에 대하여 Fig. 1에 나타내었다.

Fig. 1의 입력변위의 기울기는 에서 0으로 바뀌며,

Ramp-to-Constant Displacement Control Test 의 결과인 힘은

Fig. 1의 Force Output에 나타나 있다. Fig. 1의 입력 변위는 j가

증가함에 따라 가 에 접근하는 것을 세 종류의 변위입력을

보여주고 있다. 또한, 구하여진 힘은 변위들 각 각에 대한 Ramp-

to-Constant Displacement Control Test의 결과로 나온 힘이다.

의 값을 최대한 0에 가까운 값을 갖는 실험을 수행한 후에, 이

실험데이터를 바탕으로 이 되었을 때의 결과를 얻고자 하

며, 이 결과로부터 스텝변위제어실험(Step Displacement Control

Test)의 결과를 얻기 위하여는 외삽법(Extrapolation Method)의

사용이 반드시 필요하다. 외삽법은 다양한 램프함수의 결과를 스

텝함수의 결과로 바꾸어 주는 것으로서 이에 대한 이론적 설명은

Lee1의 박사학위논문에 상세히 설명되어 있다.

3. 자동차 현가장치의 일래스토메릭 부싱

3.1 일래스토메릭 부싱의 형상

자동차 현가장치의 일래스토메릭 부싱은 다양한 형상을 가지

고 있으나, 본 연구에서 고려한 형상은 가장 단순한 형태인 바깥

쪽의 실린더형 슬리브와 안쪽의 실린더형 축 사이에서 가운데가

비어있는 실린더의 형태를 가지고 있으며, Fig. 2에 나타내었다. 

3.2 축방향 모드에 대한 Modified Lianis Model

일래스토메릭 부싱은 가운데가 비어있는 실린더로 가정되어

축방향 대칭이며, 관성은 무시되었으며, 변형전과 변형후의 형상

은 Fig. 3와 같다. 

본 연구에서는, 바깥쪽 슬리브를 고정시키고, 가장 큰 변형이

발생하는 안쪽의 변위와 주어진 힘과의 관계를 가지는 축방향

F t( ) R w 0( ) t,( )
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Fig. 1 Ramp-to-Constant displacement control test

Fig. 2 Configurations of the elastomeric bushing

Fig. 3 Reference and current configurations in axial mode
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모드를 고려하였으며, 경계조건으로 외부반지름에서의 축방향의

변위를 0으로 놓고, 내부반지름에서의 축방향 변위와 주어진 힘

과의 관계를 구하였다. Lianis 가 제안한 식(1)을 축방향 모드에

대하여 정리하면 다음과 같다.

(3)

where 

3.3 축방향 모드에 대한 Modified Pipkin-Rogers Model

Lee1는 주어진 하중 와 외부반지름에서의 축방향 변위

의 관계를 구하고자 하였으며, 시간 s < 0에서는 주어진 하중

도 없으며, 변위도 발생하지 않는 것으로 가정하였으며, Lianis의

실험식에 기초한 Lianis Model을 이용하여, Ramp-to-Constant

Displacement Control Test를 수행하여 모의실험데이터를 확보하

였으며, 힘에 대한 외삽법(Force Extrapolation Method)과 최소자

승법(Least Squares Method) 을 이용하여 변위에 의존하는 힘완

화함수(Displacement Dependent Force Relaxation Function)를

구하여 소수점 넷째 자리까지 완성한 축방향 모드에 대한 핍킨-

라저스모델은 다음과 같다.

,

(4)

식(4)로부터, = 0.1부터 1.0에 대한 Step Displacement

Control Test의 결과인 힘(Force)은 변위에 의존하는 힘완화함수

(Displacement Dependent Force Relaxation Function)로서

로 나타내며, Fig. 4에 나타내었다.

힘완화함수(Force Relaxation Function) 은 식(4)와

같이 내부반지름에서의 축방향 변위인 의 홀수의 거듭제곱

들의 합의 형태로 식(5)와 같이 표현된다.

(5)

식(5)는 지금까지 널리 이용되어 왔으나, 고무물질에 대한 점

탄성현상을 포함하는 종합적인 시뮬레이션이 복잡화되고 있는 현

실에서는 보다 단순한 식의 필요성이 제기되고 있으므로, 본 연구

에서는 힘완화함수(Force Relaxation Function) 을 내

부반지름에서의 축방향 변위인 와 현재시간 t의 함수인

와의 곱인 선형관계의 식을 이용한 수정된 핍킨-라저스모델

(Modified Pipkin-Rogers Model)로 제안하며 다음과 같이 정리하

였다.

(6)

식(6)은 구성된 식의 단순성으로 그 효용성이 증대될 수 있으

며, 그동안 오차를 조절하지 못하여 제안되지 못하였으나, 컴퓨터와
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Fig. 4 Displacement dependent force relaxation functions
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수치해석의 발전으로 인하여 본 연구에서는 고무물질에 대한 오

차범위 내에서 충분히 사용가능함이 증명되었다.

Figs. 5는 4의 데이터에 선형 최소자승법을 적용한 불연속 데

이터 를 나타내고 있으며, 시간에 대한 불연속성을 표현하고

자 본문에서는 로 표기하였다.

시간 에 대한 를 다음과 같이 다항식

함수(Polynomial Function)로 정의하였다.

(7)

본 연구에서는 n = 6 을 사용한 6차다항식을 이용하였으며, 수

정된 핍킨-라저스모델(Modified Pipkin-Rogers Model)에 필요한

힘완화함수 는 다음과 같다.

(8)

Fig. 5의 불연속데이터를 ‘o’로 표기하고, 식(8)의 결과를 실선

으로 표기하여 Fig. 6에 나타내었다.

와 를 비교하기 위하여, 의 에 대한 상대

오차를 2-Norm 개념을 도입하여 다음과 같이 정의하였다.

Relative error of ,  (9)

의 에 대한 상대오차는 0.23% 이며, 점탄성 모델을

축방향모드에 대하여 완성한 Modified Pipkin-Rogers Model은

다음과 같다.

(10)

3.4 Pipkin-Rogers Model과 Modified Pipkin-Rogers Model

의 결과 비교

Pipkin-Rogers Model과 Modified Pipkin-Rogers Model에 대

하여, 주어진 동일한 변위로부터 구하여진 힘 의 결과를 비

교하였다.

Fig. 4는 Pipkin-Rogers Model의 결과로 나온 힘 를 나타
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Fig. 5 Coefficients of Force relaxation function

Fig. 6 Coefficients of force relaxation function

Fig. 7 Force output from modified Pipkin-Rogers model
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내고 있으며, Figs. 7은 4와 동일하게 주어진 Displacement Input

에 대하여 Modified Pipkin-Rogers Model을 이용한 결과를 보여

주고 있다.

두 모델의 결과인 F(t)를 비교하기 위하여, 식(9)와 같은 방법으

로 상대오차를 놈(2-Norm)을 이용하여, 다음과 같이 정의하였다.

(11)

식(11)로부터, = 0.1부터 1.0에 대하여, Modified Pipkin-

Rogers Model 결과의 Pipkin-Rogers Model 결과에 대한 상대오차

는 각각 7, 6.61, 5.97, 5.09, 4, 2.73, 1.32, 0.3, 1.71, 3.1% 로 제안한

점탄성 부싱모델이 부싱모델로서 사용가능함을 알 수 있다.

= 0.1, 0.2, 0.3 등 주어진 변위의 값이 작은 경우에 상대오차

가 큰 원인은 주어진 실험데이터의 범위가 넓어짐에 따른 것이라

할 수 있으며, 이는 데이터의 양을 보다 많이 획득함으로서 해결이

가능하며 고무부싱의 어려운 예측을 고려하여 볼 때 10% 미만의

오차는 여전히 유효하다고 할 수 있다.

4. 결론

본 연구에서는 축방향의 힘과 변위에 대한 관계를 알아보는데 있

어서, 두 가지의 모델이 제안되었다. Lianis Model을 이용한 기존의

응용역학방법을 이용한 후, 결과로 나온 힘에 대한 외삽법

(Extrapolation Method)을 활용한 Pipkin-Rogers Model은 Lianis

Model 이 가지고 있는 관련식들이 음함수로 연결됨으로 인하여 동역

학적 모의실험에 이용하기에 어려운 문제를 해결하였으나, 여전히

수식의 복잡성으로 인하여 현장에서 사용하기에는 어려움이 있었다.

따라서, 본 연구에서는 Ramp-to-Constant Displacement Control

Test 를 이용하여 Modified Lianis Model을 활용하고 힘에 대한

외삽법을 이용한 Pipkin-Rogers Model로 부터의 결과와 새로이

제안된 Modified Pipkin-Rogers Model의 결과를 비교하여 오차

범위 내에서의 좋은 결과를 얻었다.

본 연구의 목적은 축방향 모드에 대하여 현장에서 사용이 담보

된 단순화된 점탄성 모델을 완성하는 것이며, Modified Pipkin-

Rogers Model의 결과는 원하는 오차범위 내에서 사용이 가능함

을 알 수 있었다. 이는 Modified Pipkin-Rogers Model이 기존의

Pipkin-Rogers Model 뿐만 아니라 10여년전까지 주로 사용되어

온 Lianis Model을 대치할 수 있다는 것을 검증하고 있으므로, 부싱

에 대한 새로운 점탄성모델로서 Modified Pipkin-Rogers Model을

사용할 수 있는 근거를 제시한다.

향후의 연구과제로는, 본 연구방법을 회전방향모드와 반경방

향모드에 적용되어야 하고, 실제 부싱에 대한 실험결과를 토대로

한 연구도 고려되어야 할 것이다. 또한, 축방향모드, 반경방향모

드, 회전방향모드의 복합모드에 대한 연구가 필요하다.
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